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A partir de argumentos baseados no principio da incerteza de Heisenberg e no principio de exclusao de Pauli,
estimam-se os calores especificos molares dos gases ideais degenerados em baixas temperaturas, com resultados
compativeis com o principio de Nerst-Planck (a 32 lei da Termodindmica). E apresentado, ainda, o fendmeno da
condensacgdo de Bose-Einstein com base no comportamento do calor especifico de gases de bdsons massivos e nao

relativisticos.

Palavras-chave: calor especifico, gases degenerados, condensacdo de Bose-Einstein.

From arguments based on Heisenberg’s uncertainty principle and Pauli’s exclusion principle, the molar specific
heats of degenerate ideal gases at low temperatures are estimated, giving rise to values consistent with the
Nerst-Planck Principle (third law of Thermodynamics). The Bose-Einstein condensation phenomenon based on
the behavior of specific heat of massive and non-relativistic boson gases is also presented.

Keywords: specific heat, degenerate gases, Bose-Einstein condensation.

1. Introducao

Apdés um longo tempo de ensino dos fenémenos térmicos
em cursos de Fisica, é facil perceber a necessidade de
uma abordagem que facilite aos alunos a transi¢ao da
Termodindmica para a Fisica Estatistica. As dificuldades
podem ser percebidas em disciplinas tais como Fisica
Moderna, Estrutura da Matéria e Mecanica Estatistica.

A abordagem estatistico-probabilistica, tanto em seus
aspectos formais como conceituais, ndo é do dominio da
maioria dos alunos, mesmo daqueles que ja superaram
o ciclo béasico do ensino superior. Por exemplo, muitos
estudantes tém dificuldades em compreender a explicagao
do calor especifico dos gases e dos sélidos baseada no
principio da equiparticdo de energia, pois ainda nao
sabem utilizar a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann, ou
qualquer distribui¢cao de probabilidades, para o célculo
de valores médiosE| Desta forma, procura-se apresentar
um método de se chegar aos resultados conhecidos sem
recorrer a conceitos probabilisticos.

O calor especifico expressa a capacidade de uma substan-
cia absorver energia quando excitada por algum agente
externo. Quanto maior o nimero de modos pelos quais é
possivel essa absorc¢do maior o calor especifico de uma
substancia. Por esse motivo, o calor especifico de um gés
monoatdémico é menor do que a de um gas poliatdémico,
ou de um solido.

*Endereco de correspondéncia: caruso@cbpf.br.

1 Essa mesma dificuldade, por mais estranha que pareca, é encon-
trada na Mecanica Quantica, apds a interpretagdo probabilistica
de Born.
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Desde sua descoberta [1], os estudos e as medidas dos
calores especificos tém contribuido de forma determi-
nante para a compreensao da estrutura da matéria. Por
exemplo, as medidas dos calores especificos dos sélidos
por P.L. Dulong e A.T. Petit (1819) [2] permitiram que
J.J. Berzelius [3] corrigisse o peso atdmico de véarios
elementos quimicos ao longo do século XIX. Esse traba-
lho sistematico do quimico sueco foi fundamental para
que D. Mendeleiev [4] pudesse elaborar a sua Tabela
Periddica, em torno de 1869.

Embora para gases monoatomicos os primeiros resul-
tados, baseados no principio da equiparticao da energia,
tenham sido satisfatérios, o mesmo néo ocorreu para
liquidos, so6lidos e gases de moléculas mais complexas.
A comprovagdo de que os calores especificos variavam
com a temperatura, ao contrario da lei de Dulong-Petit,
exigiu a revisao critica de varios conceitos fisicos, levando
a modifica¢Ges profundas, ndo dos fundamentos da Fisica
Estatistica, como se acreditava, mas da propria Mecanica
Cléssica [5]. Foram as medidas desses calores especificos
dos sélidos a baixas temperaturas que permitiram testar
a entdo nova teoria atémica da matéria.

As bases da Fisica Estatistica foram estabelecidas por
L. Boltzmann (1884) [6] e J. W. Gibbs (1901) [7], a partir
do conceito classico de estado de um sistema como pontos
de um continuo. No entanto, a descoberta de Planck
(1900) [8], generalizada pela Mecanica Quéntica [9], de
que os estados de um sistema, confinado em um volume,
constituem um conjunto discreto associado a um espectro
discreto de energia, implica a discretizagao do proprio
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espaco de fase, independentemente de qualquer conceito
estatistico.

Do ponto de vista quéantico, as particulas de um sis-
tema, em baixas temperaturas, tendem a se agrupar
pelos estados associados aos menores valores de energia.
Nesse limite ha uma maior organizacao e uma dimi-
nuicao da capacidade de excitagdo do sistema, o que
implica decréscimo da entropia e do calor especifico de
um sistema. Esse é o contetido da 32 lei da Termo-
dinamica [10H15]F]

Como é mostrado nesse artigo, a definicdo de quantida-
des e parametros — como densidade de estados, tempera-
tura de degenerescéncia — caracteristicos de um gas ideal,
baseada em principios quinticos, permite estabelecer a
divisdo dos gases em duas categorias: os gases de férmions
e os gases de bdsons. A partir dessa divisdo, obtém-se
estimativas para os calores especificos dos gases ideais
em baixas temperaturas, compativeis com a 32 lei da
Termodinamica.

Ao final do artigo, com base no comportamento do
calor especifico de um gés de bdsons massivos e nao rela-
tivisticos, o fenémeno da condensagao de Bose-Einstein é
apresentado como uma transicdo de fase para um estado
mais ordenado, o condensado de Bose-Einstein.

2. Limites dos gases ideais

Os gases moleculares em condi¢bes ambientais tém
densidades que variam da ordem de 107° g/cm?® a
103 g/cm?, e se comportam como gases ideais para os
quais a energia interna depende apenas da temperatura
e o calor especifico molar é constante [12H15].

Sendo N o nimero total das particulas (dtomos ou
moléculas) constituintes de um gés ideal, e G o nimero
de estados associados as particulasﬂ arazdo (N/G) entre
esses nimeros permite a divisdo dos gases ideais em duas
classes [12|16]: ndo degenerados e degenerados.

N/G <1  (gases ndo degenerados)

(1)

N/G>1 (gases degenerados)

Enquanto as propriedades dos gases nao degenerados
nao dependem da natureza de suas particulas constituin-
tes, os gases degenerados evidenciam a natureza quantica
de suas particulas, a qual se reflete em seu comporta-
mento macroscopico.

Em geral, o comportamento degenerado manifesta-
se em baixas temperaturas ou altas densidades de um
gas, quando as particulas tém de competir pelos estados
acessiveis. Em altas temperaturas ou baixas densidades,
quando o niimero de estados acessiveis é muito maior

2 A 32 lei da Termodinidmica, ou lei de Nernst, estabelece que
a entropia de um sistema se aproxima de um valor constante no
limite 7' — 0, o qual, segundo Planck, é nulo. Desse modo, o calor
especifico também é nulo quando T' = 0.

3 O estado de uma particula é caracterizado por valores de grandezas
como a posicao e o momentum, ou energia.
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que o nimero de particulas, a competi¢ao pelos estados
praticamente nao existe, e o gas exibe comportamento
nao degenerado.

3. Numero e densidade de estados

Utilizando-se uma abordagem semiclassica para o calculo
do niimero de estados acessiveis as particulas quase livres
de um gésEI contidas em um volume V e com momenta
que variam de zero a um dado valor p, os limites que
caracterizam o comportamento dos gases ideais podem
ser apropriadamente quantificados.

Do ponto de vista da Mecanica Cléssica [7}13], o estado
de uma tinica particula é caracterizado por sua posicao
e momentum. Assim, a evolugao ao longo do tempo do
estado da particula pode ser representada em um espago
de dimensao seis, denominado espaco de fase da particula,
no qual cada ponto de coordenadas (x,y, 2, Dy, Dy, Dz)
caracteriza o estado dindmico dessa particula.

Se a particula move-se ao longo de uma direcdo «x,
entre 0 e L, em qualquer sentido, com momentum menor
que um valor p, sua evolugao é visualizada em um plano
no qual cada ponto (z,p,), dentro do retdngulo de lados
L e 2p (Figurall), representa um possivel estado acessivel
a particula. A area desse retangulo é proporcional ao
numero de estados acessiveis a particula.

Nesse contexto, segundo argumento originalmente pro-
posto por O. Sackur e H. Tetrode [17] em 19120 niimero
de estados (G) acessiveis a cada uma das particulas de
um gas contido em um recipiente de volume V pode ser
expresso pela razao entre o volume no espaco de fase
de dimensao seis, associado a uma unica particula, cujo
momentum varia de zero até um valor p, e um volume

p

-

0 L X

P

Figura 1: Plano de fase de uma particula que se desloca ao
longo da dire¢do x com momentum entre —p e p, confinada no
intervalo (0, L).

4 O intervalo de tempo da interacio de uma particula de um gés
com outras particulas é bem pequeno em relagdo ao intervalo de
tempo no qual que a particula se move livremente.

5 Esse argumento foi utilizado também por S. Bose 18] em 1924,
ao deduzir a férmula de Planck para a radiagdo de corpo negro.
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minimo igual a A3,

G:f%//////dxdydzdpmdpydpz:
v (4; ) @)

sendo h ~ 6,626 x 1073* J-s a constante de Planck.
O fator f depende da natureza das particulasﬂ e o
termo entre parénteses é o volume da esfera de raio
p =

A existéncia de um volume minimo no espaco de fase
pode ser justificado a partir do principio da incerteza de
Heisenberg [5/91/12], o qual estabelece uma correlacao
entre o momentum (p,) e a posi¢do () de uma particula
em uma dada direcdo, tal que o limite minimo para o
produto das incertezas (A, A, ) associadas as medidas
desses pares de variaveis é da ordem da constante de
Planck.

Para as trés diregoes espaciais, pode-se escrever

\/P3 + P2 + p% no espago dos momenta.

(Az-Ap,)  ~h,
(Ay : Ap?/)nlin ~ h’
(A.-A,)  ~h

De acordo com as relagdes entre o momentum (p) e a
energia (€) de uma particula livre,

P =+V2me

(particulas ndo relativisticas
de massa m)

(particulas ultrarrelativisticas ou
nao massivas com velocidade c:
fotons, fonons, ...),

p=¢€/c

(3)
pode-se expressar o numero de estados acessiveis eq.
a cada particula de um gas como funcdo da energia por

() o™

Gle) = (4)

(47Tf ) V 3
3 (en)®

Para um gas molecular nas condi¢bes ambientais, o
ntimero de estados acessiveis é da ordem de 10%7 e o
nimero de moléculas, cerca de 1023, Nessas condicdes, o
estado do gas é nao degenerado.

Definindo-se a densidade de estados g(€) de uma particula
livre por

4G 2mfv (Qme)g/Q e'/?,

g0 =" = (5)

S T &

6 Para um gas molecular ideal, f = 1; para qualquer particula de
spin 1/2 ou particulas ndo massivas de spin 1 (féton ou o fonon),
f = 2. Esse fator indica a multiplicidade dos estados associados as
particulas.
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o niimero de estados acessiveis em qualquer intervalo
de energia pode ser determinado integrando-se g(€) em
relagdo a energia.

4. Gases ideais nao degenerados

De acordo com os experimentos sobre o comportamento
dos gases [12H15], anteriores ao século XX, a energia
interna (U) de um gas ideal monoatémico, em condigoes
ambientais, a temperatura 7" e, portanto, ndo degenerado,
é igual a
3
2
sendo k ~ 1,38 x 10723 J/K a constante de Boltzmann,
R ~ 8,3 Jmol~1-K~! a constante dos gases, N o niimero
de moléculas e n o ntimero de mols.

O calor especifico molar depende dos pardmetros de um
sistema como pressdo (P), volume (V') e magnetizacio
(M), entre outros. Para um processo a volume constante

é definido por []
1 (oU
c, = — | == .
V'oon \OT ),

Assim, para um gas ideal monoatémico,

U=_-NET = %nRT.

3
CV:§R

(g4s ideal ndo degenerado monoatdémico). (6)

Em baixas temperaturas, esse comportamento classico
do calor especifico ndo é compativel com a 32 lei da
Termodinamica [12H15], segundo a qual o calor especifico
a 0 K deve-se anular,

lim ¢, — O.
T0

5. Temperaturas de degenerescéncia

Uma vez que a energia média por particula € = U/N
de um gas nao degenerado é da ordem de k7', o niimero
de estados ocupados pelas particulas de um gas nao
degenerado é cerca de G(€) e, portanto, o critério para a
nao degenerescéncia pode ser expresso como

() (h?)?’/2 (¥) L
N dr f 2mk V) 13/2
rel ~ < 1.
3
() (£) () &

(7)
A figura 2] mostra o compromisso entre a densidade de
particulas (N/V) e a temperatura de um gas de particulas

7 De maneira geral, para processos reversiveis, é definido por

()
_n oT )(7

em que S é a entropia do gds, e X o pardmetro mantido constante.

Cx
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massivas nao relativisticas — a linha pontilhadaﬁ define
os valores que separam as regides nas quais o gas é
degenerado ou nao degenerado.

Para temperaturas e densidades abaixo dessa linha,
o estado do gas é degenerado e a natureza quantica de
suas particulas deve ser considerada. Para temperaturas
e densidades acima da linha critica, o estado do gas é nao
degenerado e pode ser tratado como um sistema classico.

A Tabela [l mostra os valores das densidades e das
temperaturas que distinguem os estados degenerados e
nao degenerados de alguns gases moleculares.

Em funcdo da densidade de particulas (N/V), as tem-
peraturas de degenerescéncia (T}), definidas pela condi¢ao
N/G =1, sao dadas por

r= ()" () ()"
T, = (8)

_ (3 N\ (en) (NN?
=) (%) (F)
em que T, e T, sao usualmente denominadas tempera-
tura de Fermi e temperatura de Debye.

Assim, o critério para a nao degenerescéncia de um
gas é usualmente expresso como

T >1
Ty

(critério para a ndo degenerescéncia).  (9)

Se T < Ty, o gas é dito degenerado.
Os gases ideais, ndo degenerados ou degenerados, sdo
idealizagoes que nao correspondem exatamente a nenhum

T =
B / 3 .
- (NN =i1 i
[ __gds nao degenetado Ny e
B o gas degenerad
NV

Figura 2: Limite de degenerescéncia dos gases.

Tabela 1: Valores da densidade e a correspondente temperatura
de degenerescéncia de alguns gases moleculares.

gases N/V (cm*?’) T (K)
Ho ~10™ ~ 0,1
He? ~ 1022 ~3

8 Essa linha, de acordo com a primeira das eqs. @, é definida por

3\Y3 &
N/V)A3 =1, em ueA:(—) —_
(N/V) q o T
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sistema macroscopico. Apesar disso, a énfase observada
em seu estudo, bastante simples, decorre do fato de que
em um grande nimero de casos alguns sistemas ma-
croscopicos podem ser representados por conjuntos de
constituintes quase independentes, ou seja, como gases
ideais.

A Tabela [2) mostra, de acordo com as eqs. , as tem-
peraturas de degenerescéncia relativas a varios sistemas
que se comportam como gases ideais. Pode-se observar,
assim, que, mesmo para baixas temperaturas (7' ~ 10 K),
os gases moleculares comportam-se como gases ideais nao
degenerados; ja os elétrons de condugao nos metais cons-
tituem um sistema degenerado em qualquer temperatura,
uma vez que a 10° K néo existe matéria sélida. No caso
dos elétrons relativisticos provenientes dos atomos de
hélio ionizados de uma estrela ana branca a 107 K, a
temperatura da estrela ainda é muito menor que o va-
lor critico e, portanto, o sistema comporta-se como um
gas degenerado relativistico. Por outro lado, os elétrons
em semicondutores e os osciladores atémicos nos cristais
nao sao degenerados nas condigdes ambientais, sendo
degenerados apenas em baixas temperaturas (T ~ 10 K).

Em termos das temperaturas de degenerescéncia, os
numeros e as densidades de estados podem ser escritos
como

3/2
3 N 1/2
N ¢ 2 )
(k:TF> , 2 (kT,)
G(e) = = g(e) =
3 3 N €2,
N (k%D) ’ (kTD)3
(10)

Tabela 2: Temperaturas de degenerescéncia de alguns sistemas
tipicos. Os trés primeiros exemplos s3o de sistemas de particulas
massivas n3o relativisticas e os dois ltimos, de particulas n3o
massivas e ultrarrelativisticas, respectivamente.

sistemas densidade de temperatura

de particulas (cm~3) Ty (K)

gases 1019 < 0,1

moleculares

elétrons em 1017 10

semicondutores

elétrons de condugao 1023 10°

em metais

osciladores atémicos 1023 102

em cristais

estrelas do tipo 1036 1010

ana branca
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6. Gases ideais degenerados

O principio de exclusdo de Pauli [5,9,/12], em sua versdo
original, proibe que mais de dois elétrons atémicos ocu-
pem o mesmo estado de energia, sendo que os dois podem
ter os mesmos numeros quanticos exceto o de spin. A par-
tir dai, pode-se estabelecer uma outra correlagdo quantica
tal que particulas idénticas de spin semi-inteiro nao po-
dem compartilhar o mesmo estado. Assim, os gases ideais
degenerados dividem-se em duas classes: aqueles cons-
tituidos por particulas de spin semi-inteiro, denominadas
férmions, e aqueles constituidos por particulas de spin
inteiro, denominadas bésons. Nos gases nao degenerados,
quando efetivamente nao ha competicao pelos estados
acessiveis por suas particulas constituintes, tal distingao
nao € necessaria.

Em temperaturas préximas a 0 K, quando o calor
especifico e a entropia de um sistema tendem a se anular,
as particulas de um gas distribuem-se entre os estados
acessiveis tal que a energia total seja minima. Diz-se que
o sistema encontra-se em seu estado fundamental.

Para temperaturas finitas, mas ainda muito meno-
res que a temperatura critica (T < T,), uma pequena
fracao das particulas do gas sdo excitadas além do estado
fundamental. Essas particulas excitadas comportam-se,
praticamente, como um subsistema nao degenerado res-
ponsavel pelas propriedades térmicas do gas.

6.1. Férmions nao relativisticos fortemente
degenerados

Devido ao principio de Pauli, para um gas ideal de
férmions completamente degenerado (T' = 0 K) em seu
estado fundamental, as particulas se acomodam nos esta-
dos acessiveis de tal forma que cada estado seja ocupado
por apenas uma particula. Nessas condi¢bes, o niimero
de estados ocupados € igual ao nimero de particulas.
Assim, para um géas de férmions nao relativisticos
completamente degenerado no estado fundamental,

sendo €, o maior valor de energia associado aos estados
ocupados pelas particulas. De acordo com as eqs. (10,
esse valor, denominado energia de Fermi, é dado por

(11)
Segundo a Tabela[2] para o gds de elétrons de condugao
de um metal & temperatura ambiente (T' < T'.), a energia
de Fermi é da ordem de
€, =~ 10718 J~ 10 &V,
e a energia dos elétrons excitados cerca de

e~ kT ~25meV <€, (T~ 300K).
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Para temperaturas acima de 0 K, mas ainda muito
menores que a temperatura de Fermi (T <« TF)E| algumas
particulas sao excitadas acima do nivel de Fermi. Essas
particulas excitadas comportam-se como um subsistema
nao degenerado com energia média por particula da
ordem de kT < €,. Nessas condi¢des, o nimero de
particulas excitadas (N,,.) é aproximadamente igual ao
numero de estados acessiveis no intervalo de energia
(€, €, + KT, ou seja,

€. +kT
NCXCE/F §iel/Qde

. I
N
= 37/2 |:(6F + kT)3/2 — Ei/2j|
€r
3. T
:N[l T 3/2—1}:4\1—.
(14K /e,) TN

Pode-se obter a energia interna (U) do gés adicionando-
se a energia do estado fundamental (U,) para T =0 K a
energia das particulas excitadas (N_..kT),

3 T2
U, + “Nk=—,
VT

F

U ~ U, + N,kT =

e o calor especifico molar a volume constante, poﬂ

(T« T,)

(férmions nao relativisticos).

(12)

Esse comportamento, obtido por Sommerfeld em 1928,

compativel com a 32 lei da Termodinamica, é o esperado

para a variacdo do calor especifico dos metais em tempe-

raturas proximas a 0 K, quando as propriedades térmicas

dos metais sdo atribuidas ao movimento dos elétrons de
condugéo [13].

6.2. Bésons ideais degenerados

Uma vez que os bésons de um sistema podem ser associ-
ados a estados de mesma energia, todos podem ocupar
um unico estado. Em geral, a energia do estado funda-
mental de um gas de bdsons completamente degenerado
(T = 0 K) pode ser considerada nula.

De modo analogo aos férmions, para temperaturas
um pouco acima de 0 K, mas ainda muito menores que
a temperatura de degenerescéncia (T < T,), algumas
particulas sao excitadas com energia da ordem de kT

Dependendo da massa e do carater relativistico, o
numero de particulas excitadas (Neso), bem como a
energia interna (U) e o calor especifico molar (c,, ), sdo
calculados de modos distintos.

9 Para os elétrons de conducdo em um metal, essa condi¢do sempre

se verifica.
2
10 Segundo Sommerfeld [13], ¢, = % R

T
T,
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6.2.1. Bésons nao massivos fortemente
degenerados

No caso de bdésons ndo massivos, apesar de ser pequena a
fracdo de particulas que abandonam o estado fundamen-
tal quando T' < T, o ntimero de particulas excitadas
com energia média da ordem de kT é maior do que o
numero de estados com energia até k7. Assim,

kT 3

N T

N.og = —— _¢®de=Na | —
>0 “/0 ST “(T)’

D

G(e>0)

sendo o um parametro da ordem de 10, que depende da
razdo T/T, E

Desse modo, a energia interna corresponde a

T4

U= N€>0kT = Nk« ﬁ,
D

(13)

e o calor especifico molar a volume constante, a

( bésons ndo massivos).

T\3
¢, =4Ra (T) (T<1T,)

D

(14)

A dependéncia da temperatura (oc 72), estabelecida
por P. Debye [19], em 1912, é compativel com a 3 lei da
Termodinamica, e descreve o comportamento do calor
especifico molar dos sélidos em baixas temperaturas (1" ~

1K) 2017

6.2.2. Os solidos cristalinos

A lei empirica de Dulong e Petit, de que o valor do calor
especifico dos solidos seria uma constante independente
da temperatura, apesar dos muitos desvios observados, s6
comeca a declinar, realmente, no inicio do século XX. A
partir de misturas refrigerantes, foram alcancadas tempe-
raturas baixas o suficiente para evidenciar a dependéncia
do calor especifico com a temperatura. Verificou-se, ex-
perimentalmente [20], que, em baixas temperaturas, o
calor especifico de um sélido obedecia a 32 lei da Ter-
modinamica, variando com a temperatura segundo a
chamada lei de Debye, eq. , a seguir.

A representacao das vibragbes atdmicas nos sélidos
cristalinoﬂ como um gas de bdsons nao massivos, cha-
mados fonons, baseia-se na aproximacao harmonica da
energia potencial efetiva, a qual descreve as interagoes de
cada atomo com seus vizinhos. Desse modo, cada atomo é

Wa=ni/5 (T<KTp).

12 Para os solidos, o calores especificos a volume e a pressdo cons-
tantes sdo praticamente iguais, principalmente em baixas tempera-
turas.

13 Um sélido cristalino é constituido pela repeticio de uma unidade
bésica de padrao geométrico regular, na qual os d&tomos executam
pequenas vibragdes em torno de posigdes relativas mais ou menos
fixas.
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associado a um oscilador harménico independente dos de-
mais, cujo espectro de energia, €, (v), segundo a Mecanica
Quaéntica, é dado por

en(V) = (n+1/2) hv = €, + nhv (n=0,1,...),

em que v é a frequéncia natural de vibragdo, e €, = hv/2
é a energia do estado fundamental de um particular
oscilador.

A energia de cada dtomo em um sélido cristalino em
equilibrio térmico, portanto, é composta por uma parcela
constante, a energia do estado fundamentalE e uma
parcela que depende do grau de excitacdo do atomo, ou
seja, da temperatura do cristal.

Considerando que cada estado excitado de um oscilador
corresponde a n particulas independentes nao massivas,
cada qual com energia ¢ = hv, o conjunto de osciladores
que representam as vibrac¢oes atomicas do cristal pode
ser associado a um sistema de particulas independentes
que se comportam como um gas de bdsons nao massivos,
pois o numero (n) de particulas associado a cada estado
depende da temperatura e, portanto, nao obedece ao
principio de exclusao de Pauli.

Em baixas temperaturas, as vibragoes atomicas em
um sélido cristalino sdo equivalentes a um gas dege-
nerado de bésons nao massivos, os fénons.

Como cada atomo corresponde a 3 osciladores in-
dependentes, o niimero total de osciladores no cristal
é 3N, e o calor especifico molar é dado pela lei de
Debye [51[12H15][21) [

(fénons).

(15)

7\3
¢, = 12Ra (T) (Tr<1T,)

D

O resultado do experimento pioneiro de P.H. Keesom e
N. Pearlman [20], de 1955, apresentado no grafico ¢, /T
versus T? da figura mostra que o comportamento
do calor especifico dos s6lidos nao metalicos a baixas
temperaturas (T < T, /50 ~ 4 K) é compativel com a lei
de Debye.

Em altas temperaturas (T' > T, ), os sélidos comportam-
se como um sistema nao degenerado cujo calor especifico
molar (¢, ) obedece & lei de Dulong-Petit [2}/5,/12H15}21],

cy = 3R~6cal-mol ' - K1 ~25J-mol "
K-

(16)
(T'> Tp) (foénons).

Tanto do ponto de vista tedrico, como experimental-
mente, o calor especifico dos sélidos cresce suavemente
com a temperatura até o valor limite dado pela lei de
Dulong-Petit (figura [4)).

14 Como a energia é definida a menos de uma constante, essa parcela
pode ser considera nula.

15 A rigor a lei de Debye é valida em temperaturas menores que
T,/50 |21].
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6.2.3. O calor especifico dos metais

Os metais constituem uma classe especial de sélidos
cristalinos. Além dos fons que constituem a rede cristalina,
e vibram em torno de suas posi¢oes de equilibrio, possuem
também praticamente o mesmo numero de elétrons, os
elétrons de condugao, que nao estao associados a nenhum
particular fon.

A hipdétese de que algumas das propriedades de um
metal pudessem ser obtidas a partir do modelo do gas
de elétrons remontam a época de P. Drude (1900). Tal
hipdtese apoia-se no fato de que em um cristal os ions po-
sitivos do metal estabelecem um campo eletromagnético
que tende a anular a agdo dos outros elétrons sobre um
determinado elétron. No entanto, ao se considerar os
elétrons de condugao como um gas nao degenerado, os
resultados obtidos ndo foram compativeis com o compor-
tamento térmico observado. Apenas quando Sommerfeld
considerou-os como um gas degenerado de férmions de
spin 1/2, os resultados tedricos tornaram-se compativeis
com os experimentos [22].

Assim, o calor especifico de um metal possui uma
componente devida as vibragdes da rede, ou a um gés
degenerado de fonons, e outra devida ao gas degenerado

(\I{—/-:B /
Sk
€
g2
= /
b
(®) /
I///

5 10 15 T2(K) 20

Figura 3: Calor especifico molar do KC1 em temperaturas
abaixo de 4 K. A linha continua é a reta de ajuste aos da-
dos (pontos) de Keesom e Pearlman, de coeficiente angular
15,4 x 107° J-mol™'-K~2. A temperatura de Debye estimada é
da ordem de (233 £ 3) K.
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Figura 4: Comparagio da curva tedrica de Debye (linha continua)

com os dados experimentais (pontos) relativos ao calor especifico
molar de alguns sélidos [15].
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Figura 5: Calor especifico de uma amostra de prata. A li-
nha continua é a reta de ajuste aos dados (pontos) experi-
mentais de Corak et. al. O coeficiente linear da ordem de
0,6 x 1073 J-mol™1-K~2 corresponde 3 temperatura de Fermi
de 6,8 x 10* K.

de elétrons de conducao do metal,

Cmetal = Cronons + Celétrons-

Como a temperatura ambiente T < T, para qualquer
metal, a contribuicao eletronica sé é relevante em tempe-
raturas muito menores que a temperatura de Debye do
metal, quando o calor especifico pode ser expresso como

Coers = aT? + 4T  (T<T,),

em que o parametros « e v determinam, respectivamente,

a temperatura de Debye e a temperatura de Fermi.
Esse comportamento dos metais, ji observado por Kee-

som (1935), foi estabelecido nos experimentos realizados

por W. Corak, M.P. Garfunkel, C.B. Satterthwaite e

A. Wexler em 1955 [22] (figura [5)).

6.2.4. A radiacdo de corpo negro

De maneira andloga as vibragbes, o campo eletromagnético
associado a radiagao de corpo negro em equilibrio térmico
pode ser representado por um gés de bésons nao massivos
— 08 fdtons com energias hv (v = 0,...00) [512}/13}[15//23].

Nas vibragoes atomicas, a energia do estado fundamen-
tal a 0 K tem valor constante e finito determinado pelo
numero de osciladores do cristal; no caso da radiacao de
corpo negro, o numero total de osciladores associados
ao campo eletromagnético néo é finito. Assim, para se
contornar o problema de um ntmero infinito de termos
contribuir para a energia do estado fundamental do sis-
tema a 0 K, considera-se que a energia do sistema é
a energia dos estados excitados, ou seja, a energia dos
fotons.

Uma vez que ndo existem restrigdes quanto ao nimero
de fétons, pois esse nimero pode ser infinito, a radiacéo
de corpo negro sempre constitui um sistema degenerado
de bésons ndo massivos em qualquer temperatura.

Substituindo-se a expressao para a temperatura de
Debye (a segunda das egs. (8]) na eq. , a densidade
de energia (u = U/V') da radiagdo de corpo negro pode
ser escrita na forma usual da lei de Stefan-Boltzmann

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n°® 2, 2303, 2018
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[BL[121[13,15],

_ 8na k*

T =aT*
3 (ch)3 ot

(17)
sendo @ ~ 7,6 x 10716 J. m=3 . K=* para a = 7*/5.

6.2.5. Bésons massivos nao relativisticos
fortemente degenerados e condensacéo de
Bose-Einstein

O nimero de particulas excitadas em um gas de bdsons
é diferente quando eles sdo massivos ou nao, devido,
principalmente, ao fendmeno de criacdao e aniquilacao de
particulas. Tanto a energia da radiacao eletromagnética
de corpo negro, quanto das oscila¢ées atomicas nos cris-
tais, podem ser descritas pela soma das energias de bésons
nao massivos, respectivamente denominados fétons e
fonons. Uma vez que a quantidade desses bdsons nao
massivos nao é fixa, dependendo fortemente da tempera-
tura (o< T3), diz-se que fétons e fonons podem ser criados
ou aniquilados.

Diferentemente dos bdésons nao massivos, os bdsons
massivos nao relativisticos ndo podem ser criados ou
aniquilados, o que implica conservacao do nimero de
particulasm Desse modo, a energia do estado fundamen-
tal é nula e pode-se admitir que em baixas temperaturas
o numero de particulas excitadas com energia média da
ordem de kT seja dado pelo niimero de estados com
energia até KT []

kT
3 N
Ne>0 = /
0

N gy (L e 18
2 (kT3 T T , (18)

d

e a energia interna e o calor especifico molar a volume
constante, compativel com a 32 lei da Termodinamica,
sejam, aproximadamente,

T5/2 T 3/2
U2N5>0kT:NkT, e c, ¥R <> .
T3/
d

O ntmero de bésons no estado fundamental (N, =
N — N¢s¢), por sua vez, é dado por

TN\ 3/2
N,=N|1- (=
(Td)

(19)

De acordo com a eq. , abaixo da temperatura de
degenerescéncia o gas se aproxima de um estado em que o
numero de bésons massivos agrupados nas vizinhancas do
estado fundamental cresce rapidamente (figura [6]). Com
base nesse comportamento, Einstein supoe que nessa

16 No caso de bésons massivos relativisticos, deve-se considerar
também os processos de criagdo e aniquilacdo.

17 A temperatura de degenerescéncia e a densidade de estados para
bésons massivos nao relativisticos sdo calculadas do mesmo modo
que para os férmions nao relativisticos, pois a relagdo entre a
energia (¢) e o momentum (p) de particulas néo relativisticas de
massa m é dada por p = v/2me.
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temperatura ocorra um novo fenémeno, no qual o sistema
de boésons massivos atinja um estado mais organizado
da matéria, em uma transicdo do tipo desordem-ordem.
Em analogia com a condensacao de um gas ordinario, o
fendmeno é conhecido, desde entao, como condensacao
de Bose-Einstein [24126] e, nesse caso, a temperatura
de degenerescéncia é uma temperatura critica T, que
caracteriza uma transicao de fase.

Sendo nula a energia do estado fundamental, a grande
maioria das particulas do chamado condensado de Bose-
Einstein possui momentum nulo em baixas temperatu-
ras (T/T. < 0,4). Em maior nimero que as demais,
tais particulas contribuiriam com maijor peso para as
propriedades macroscépicas do sistema, como pressao e
viscosidade.

Essas conclusoes foram estabelecidas por Einstein em
1924 e 1925 [27,28], a partir do método de contagem de
fétons da radiacdo de corpo negro utilizado por Bose.
Bose considerou que os fotons ndo obedeciam ao principio
de Pauli, a época desconhecido, e eram indistinguiveiSE
Ao estender o procedimento de Bose aos gases molecula-
res, Einstein obtém uma teoria quantica dos gases ideais
degenerados de bésons massivos nao relativisticos.

A descoberta da existéncia de um novo estado conden-
sado da matéria foi considerada, inicialmente, apenas um
resultado matematico, sem possibilidade de verificacao.
Devido ao baixissimo valor da temperatura critica de um
gds molecular (T, < 0,1 K), qualquer gis real a tdo baixa
temperatura estaria no estado liquido.

Apesar dos argumentos contrarios a condensacao de
Bose-Einstein, F. London, em 1938, estabelece que o
calor especifico molar a volume constante de um gas de
boésons massivos nao relativisticos para temperaturas até
o valor critico é dado por [24]

7\ 3/2
¢, =193R () (T <T,)

T (20)

(b6sons massivos néo relativisticos).

Como o valor do calor especifico molar a temperatura
critica (1,93 R) excede o valor cldssico (1,5 R) para o qual
deve se aproximar assintoticamente para T' > T, nas
vizinhancas da temperatura critica o calor especifico do

Ny/N
1

1 T,

Figura 6: Ndmero de bdsons ndo massivos no condensado de
Bose-Einstein.

18 Bose também admitiu corretamente que, devido a polarizacéo
da luz, o fator de multiplica¢do de estados era igual a 2 (f = 2).
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gés apresenta um comportamento nao suave (figura (7)),
o que implica descontinuidade em sua derivada.

Foi exatamente a partir desse comportamento que Lon-
don defendeu a hipétese de Einstein sobre a temperatura
critica de um gas de bésons massivos nao relativisticos
estar associada a uma transicdo de fase. Rebatendo as
criticas de que o fendmeno da condensacdo de Bose-
Einstein resultaria de um artificio matemaético, London
sugere a transigao liquido-superfluido do hélio (He*) como
um exemplo de condensagao de Bose-Einstein que ocor-
reria na natureza

6.2.6. O He? liquido

A particularidade mais marcante do He* liquido (7" ~ 4 K)
quando é resfriado em equilibrio com sua pressao de va-
por, apés alcancar a temperatura critica da ordem de
2 K, é a subita capacidade de fluir em tubos capilares sem
exercer pressao, como se deixasse de ter viscosidade. Essa
mudanca brusca na viscosidade, acompanhada também
de uma variagao brusca no calor especifico, é a proprie-
dade que caracteriza o fendmeno como uma transicao de
fase liquido-superfluido.

Uma vez que os d4tomos de He* possuem seis particulas
(2 prétons, 2 néutrons e 2 elétrons) de spin semi-inteiros,
F. London supbe, em primeira aproximagcao, que o hélio
liquido constituido dos isétopos He* pode ser conside-
rado um sistema de particulas independentes de spin
inteiros, ou seja, como um gas de bésons massivos nao
relativisticos, e que a transicdo liquido-superfluido tivesse
relagdo com o fenémeno de condensagao de Bose-Einstein.

Essa hipétese é reforcada quando, ao considerar-se He?
liquido como um gas de bésons, o valor da temperatura
critica é cerca de 3 K, conforme Tabela [T} Apesar da

0.5

0 1 2 T/TC3

Figura 7: Calor especifico de um gés de bésons massivos nio
relativisticos.

19 Apesar de ocorrer também a concentracio de particulas no es-
tado fundamental de um gés de bdsons ndo massivos em baixas
temperaturas, a energia do estado fundamental ndo é nula e o calor
especifico varia suavemente (ﬁgura, ndo havendo descontinuidade
em sua derivada e, portanto, ndo caracterizando uma transicdo de
fase.
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similaridade e do estabelecimento posterior do fen6meno
como um exemplo de condensacao de Bose—Einsteinm
por ndo ser exatamente um sistema de particulas que
nao interagem, o comportamento do calor especifico do
He* liquido é muito diferente do gés ideal degenerado de
bdsons massivos.

A procura de um sistema gasoso que exibisse a con-
densacao de Bose-Einstein s6 teve éxito em 1995, quando
vapores de 4tomos de Rb, a uma densidade de 102 cm ™3,
foram resfriados a baixissima temperatura, cerca de
100 nK, por um grupo do JILAE Desde entao, varios
experimentos sobre esse estranho comportamento da
matéria foram realizados, constituindo-se em uma ativa
area de pesquisa da Fisica de ultra baixas temperatu-
ras [26}29)].

7. Consideracoes finais

Do ponto de vista dindmico, ainda que em equilibrio
térmico, o ntimero de particulas associado a cada nivel
de energia (e) de um gés varia incessantemente. Devido
a essas flutuacdes e ao grande ntmero de particulas,
a distribuicao das particulas pelos estados associados
aos niveis de energia do gas sdo caracterizadas pelos
ntmeros médios de ocupagdo, (n.), ou populacio média
dos estados.

A distribuicao das particulas depende do estado de
degenerescéncia do géas e, portanto, da natureza de suas
particulas constituintes. Além das correlagoes decorrentes
do principio de exclusao de Pauli, deve-se considerar que
as particulas, bésons e férmions, de um géas ideal sao,
entre si, indistinguiveis.

As trés distribuicoes usuais para os gases ideais podem
ser sintetizadas como [12}|13]

1
\—lee/kT +a ’

(ne) (21)

em que A é a fugacidade do gés@

A distribuicao de Maxwell-Boltzmann (a = 0) descreve
o comportamento da populacdo média em um gas ideal
nao degenerado, a distribui¢do de Fermi-Dirac (a = 1),
a populagao média em um gas ideal de férmions, e a
distribuigdo de Bose-Einstein (¢ = —1), a populacao
média em gases ideais de b6sons nao massivos (A =1) e
massivos [Z]

20 A observacdo da populacio de dtomos de He* com momentum
nulo foi realizada em 1982 [26].

21 Joint Institute for Laboratoty Astrophysics, um instituto con-
junto da University of Colorado e do NIST (National Institute of
Standards and Technology).

22 Para particulas massivas a fugacidade (\) é determinada pela
restricdo ao nimero de particulas; para bésons ndo massivos nao ha
restricdo associada ao nimero de particulas, e no caso dos fénons,
o espectro de energia tem um limite determinado pela temperatura
de Debye (€max = kT'p).

23 Para bésons ndo massivos, principalmente, para fétons da radiacao
de corpo negro, a distribui¢do é chamada também distribuigao de
Planck.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n°® 2, 2303, 2018



€2303-10

Assim, as propriedades macroscépicas de um gas em
equilibrio térmico, como a energia média U, ou energia
interna, e o nimero total de particulas IV, satisfazem as
seguintes relacoes

U:Aww@mmm

.N—Awmama&,

sendo g(e) a densidade de estados.

A partir dessas expressoes, egs. , sao obtidas esti-
mativas mais acuradas sobre o comportamento dos gases,
correspondentes a um amplo dominio de temperaturas,
desde as mais baixas (T' < Ty) as mais altas (T' > Ty).
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